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Liczby zmiennoprzecinkowe

* Liczby zmiennoprzecinkowe (floating point
numbers)

— Przyblizona reprezentacja liczb rzeczywistych
— Moga zawierac czesc catkowitg i utamkowa
— Moga przyjmowac bardzo duze lub mate wartosci

e Standard IEEE 754

— Wspierane sprzetowo przez procesor
— Dostepne w roznych jezykach programowania



Liczby zmiennoprzecinkowe

1| 10000010 | 01010000000000000000000

Znak  Wyktadnik Mantysa

N

>+1.3125=-10.5

Przydatne narzedzie: IEEE 754 Converter



http://www.h-schmidt.net/FloatConverter/IEEE754.html

Typy — mozliwosci i ograniczenia
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General Parameters

Name Half Single Double

Bytes 2 4 8

Bits = sign + exponent + significand 16=1+5+10 32=1+8+23 64=1+11+52
Exponent bias, range 15,-14 ... 15 127,-126 ... 127 1023, -1022 ... 1023
Significant decimal digits ~3.311 ~7.225(6...9) ~15.955 (15...17)

271022—52: 5 x 107324

2710225 2250738585072014 x 107308

1+ 272> 1.0000000000000002
0..25=9,007,199,254,740,992

(1+(1-2752))x 21023~ 1.7976931348623157 x 10308

27149:__ 1.4 % 10745

27126 1,18 x 10738

1+ 2723~ 1.0000001
0..2%=16,777,216
(2-223)x 2127 = 3.4 x 1078

2742596 x 108

27142 6.10 x 10

1+ 2-19= 1,0009765625
0..211=2048

(2-2719) x 215 = 65504

Minimum positive subnormal
Minimum positive normal
Next value after 1

Integers represented exactly
Maximum

Example Values (hexadecimal)

0.0 0000 00000000 00000000 00000000
1.0 3C00 3F800000 3FF00000 00000000
-1.0 BCOO BFB800000 BFFO0O000 00000000
0.5 3800 3F000000 3FE0O0000 00000000
2.0 4000 40000000 40000000 00000000
Example NaN FFFF FFFFEFFEE FFFFFFFEF FEFFFFEEF

Special Values

Exponent (binary) Significand (binary) Meaning
000...0 000...0 -0/+0
000...0 Non-zero Subnormal
111..1 000...0 —Inf / +Inf (Infinity)
111..1 Non-zero NaN (Not a Number)

Other value

Any value

Normalized value
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Typy — mozliwosci i ograniczenia

Dwa najpopularniejsze: 32- i 64-bitowy

* Nazywane ,pojedynczej” i, podwojnej” precyzji

Name Half Single Double

Bytes 2 4 8

Bits = sign + exponent + significand 16=1+5+10 32=1+8+23 64=1+11+52
Exponent bias, range 15,-14 ... 15 127,-126 ... 127 1023,-1022 ... 1023
Significant decimal digits ~3.311 ~7.225(6..9) ~15.955(15...17)

Minimum positive subnormal

27%4=596x 1078

21495 1.4 x 107

2—1022—52ﬁ 5 x 10—324

Minimum positive normal

271426.10x107

27126118 x 10738

2710222 2 225073858507

Next value after 1

1+2719=1.0009765625

1+ 2723~ 1.0000001

1+ 27°2=1.00000000000

Integers represented exactly

0..21=2048

0..2%=16,777,216

0...2°3=9,007,199,254,7

Maximum

(2-2719) x 215 = 65504

(2-2723) x 2127 3.4 x 1038

(1+(1-272))x 210851,




Typy — w jezykach programowania

C, C++ * float double
CH float double
Java float double
Delphi/Object Pascal Single Double
SQaL REAL FLOAT
Python * float
PHP * float
JavaScript ** Number
Lua ** number

* Zazwyczaj — zaleznie od implementac;ji
** Jedyny dostepny typ liczbowy, nie ma typow catkowitych



Zakres

Ograniczony zakres mozliwych do zapisania wartosci
 Wartosc najblizsza zero

* Wartosé najwieksza/najmniejsza

* Jest szeroki, rzadko stanowi problem

Name Single Double

Bytes 4 8

Bits = sign + exponent + significand 32=1+8+23 64=1+11+52

Exponent bias, range 127,-126...127 1023,-1022 ... 1023

Significant decimal digits ~7.225(6...9) ~15.955 (15...17)

Minimum positive subnormal 271%9%]1.4 x 1074 27102252 515 x 107324

Minimum positive normal 27126~ 118 x 10738 271022 2 2250738585072014 x 107308

Next value after 1 1+ 2723 1.0000001 1+ 27°2= 1.0000000000000002

Integers represented exactly 0..2%=16,777,216 0..2°2=9,007,199,254,740,992

Maximum (2-2723) x 2127 2{3.4 x 108 (14 (1-252))x210232[1.7976931348623157 x 1038




Precyzja

Precyzja okreslana jest liczbg cyfr znaczacych
* Binarnych —to liczba bitow mantysy + 1

e Dziesietnych — podawana w przyblizeniu

Name Single Double

Bytes 4 8

Bits = sign + exponent + significand 32=1+8 +23 64=1+11+52
Exponent bias, range 127,-126...127 1023,-1022 ... 1023
Significant decimal digits ~7.225(6...9) ~15.955 (15 ... 17)

Minimum positive subnormal

27149514 %107

2—1022—52 =5 x 10—324

Minimum positive normal

27126~ 1,18 x 10738

2710225 2,2250738585072014 x 107308

Next value after 1

1+ 2723=1.0000001

1+ 27°2= 1.0000000000000002

Integers represented exactly

0..2%=16,777,216

0...2°=9,007,199,254,740,992

Maximum

(2-272%) x 21272 3.4 x 1038

(1+ (1-2"52))x 21023~ 1.7976931348623157 x 10°°8




Precyzja

Precyzja jest wzgledna

* RoOznice miedzy sgsiednimi mozliwymi do zapisania
wartosciami sg tym wieksze, im wieksza jest wartosc
liczbowa.

* Wartosci te rozmieszczone sg ,,gesciej” w okolicy zera.

float x = 1111.111111111111F;
printf("%.16g\n", Xx);

1111.111882984375




Precyzja — przyktad

##tinclude <Windows.h>
#include <stdio.h>

int main() {
float poczatek = (float)timeGetTime() / 1000.07;
DlugaOperacja();
float koniec = (float)timeGetTime() / 1000.0f;
printf("DlugalOperacja trwala: %g s\n", koniec - poczatek);

}

timeGetTime zwraca czas od startu systemu, w
milisekundach.

* |le wynosi precyzja wyniku?
* Cojest zle w tym przyktadzie? Jak to naprawic?



Precyzja — przyktad

Jest to przyktad tzw. catastrophic cancellation

* Zmienne poczatek i koniec moga miec duze
wartosci.

* Niewielka roznica miedzy nimi moze by¢
niedoktadna przez ograniczenia pracyzji.

Czas od startu systemu Precyzja zmiennej

1ls 119 ns
10 000 s (3 godziny) 1ms
100 000 s (1 dzien) 7.81 ms
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Precyzja — przyktad

Rozwigzaniem jest zachowac czasy w ich natywnym typie
a dopiero ich roznice zamienic na typ float.

int main() {
DWORD poczatek = timeGetTime();
DlugaOperacja();
DWORD koniec = timeGetTime();
float czasTrwania =|(float)(koniec - poczatek)|/ 1000.0f;
printf("DlugalOperacja trwala: %g s\n", czasTrwania);

}

Podobnie precyzyjny czas z funkgji
QueryPerformanceCounter warto pozostawic jako 64-
bitowy integer.

’
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Nieskonczone rozwiniecie

Liczba majgca skonczone rozwiniecie w zapisie
dziesietnym niekoniecznie ma takie w zapisie
binarnym.

System dziesietny | System binarny
1+1/2 1.5 1.1
Tt 3.1415927... 11.001001...

1/10 0.1 0.0001101... ()

14



Liczby catkowite

Wartosci catkowite sg w typach zmiennoprzecinkowych
reprezentowane doktadnie...

e Operacje na nich (dodawanie, odejmowanie,
mnozenie) takze dajg doktadny wynik.

* Dzieki temu mozna ich uzywac zamiast liczb
catkowitych (jak w JavaScript, Lua).

float a = 256, b = 13; m
printf("%g\n", a * b);



Liczby catkowite

...jednak tylko do pewnej wartosci maksymalnej!

 Powyzej tej wartosci zaczynaja , przeskakiwac” co 2, potem
co 4 itd.

e Zakres doktadnych liczb catkowitych w X-bitowym float jest
mniejszy, niz w X-bitowym integer.

e Zakres doktadnych liczb catkowitych w 64-bitowym float
obejmuje caty zakres 32-bitowych integer.

Name Single Double

Bytes 4 8

Bits = sign + exponent + significand 32=1+8+23 64=1+11+52

Exponent bias, range 127, -126...127 1023,-1022 ... 1023

Significant decimal digits ~7.225(6...9) x~ 15.955 (15 ... 17)

Minimum positive subnormal 2% >14x%x10% 2710225225 x 107324

Minimum positive normal 271%6~1,18 x 10738 2710222 2 2250738585072014 x 107308

Next value after 1 1+ 2%3=1.0000001 1+ 2722 1.0000000000000002

Integers represented exactly 0..2%=16,777,216 0..2°3=9,007,199,254,740,992

Maximum (2-223)x 2127~ 3.4 x 1038 (14 (1-2752))x 210232 1.7976931348623157 x 1038




Porownywanie

Wynikow obliczen nie nalezy porownywac operatorem ==
ani !=

* Niedoktadnosci na ostatnich miejscach po przecinku
moga spowodowac, ze liczby nie bedg identyczne.

#include <stdio.h>

int main() {
float a 1.0f / 10.0f;
float b 1.0f - 0.9f;
printf("a=%g, b=%g\n", a, b); —>
if (a == b)
printf("Zgadza sie.\n");
else
printf("“Nie zgadza siel!\n");




Porownywanie

#include <stdio.h>

int main() {
float a 1.0f / 10.0f;
float b 1.0f - 0.9f;
printf("a=%g, b=%g\n", a, b);
if (a == b)
printf("Zgadza sie.\n");
else
printf("“Nie zgadza siel!\n");

a = Ox3dccceced = 0.100000001
b = O0x3dcccecdO = 0.100000024



Porownywanie

Rozwigzaniem jest porownywanie z pewnym matym
marginesem ¢

* |le powinien wynosic¢? To trudne pytanie. Zalezy od
rzedu wielkosci wyniku i spodziewanych btedow.

#include <stdio.h>
#include <math.h>

int main() {
float a l1.0f / 10.0f;
float b = 1.0f - 0.9f;
printf("a=%g, b=%g\n", a, b);
if|(fabsf(b - a) < 0.00001f)
printf("Zgadza sie.\n");
else
printf("Nie zgadza sie!\n");
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Wartosci specjalne

Wartos¢ zmiennoprzecinkowa moze byc¢ jednego z
kilku rodzajow, oprocz wartosci normalnej (normal):
* Zero
— S3 dwa zera, zaleznie od bitu znaku: +0 i -0.
— S3 sobie rowne (+0 == -0), wiec nie trzeba sie nimi
zajmowac.
 Wartosc¢ zdenormalizowana (denormal,
subnormal)

— Pozwala zapisac¢ wartosc jeszcze mniejszg (blizsza
zero), niz normalna.

— Po prostu dziata — nie trzeba sie nig zajmowac.



Wartosci specjalne

* INF — nieskonczonosc (od Infinity)
— Rowniez ma dwie wartosci: +INF i -INF.

— Oznacza przepetnienie ponad maksymalng wartosc lub
matematyczng nieskonczonosc eo.

— Drukowana jako ,,1.#INF” lub ,,inf”.

* NaN — ,nie liczba” (od Not a Number)

— Wartos¢ niemozliwa do okreslenia, btgd obliczen — np.
wynik niedozwolonej operacji.

— Drukowana jako ,,1.#IND” (od indeterminate —
nieokreslony) lub ,,nan” itp.



Wartosci specjalne — test

#include <stdio.h>

#include <math.h>

int main() {
double zero = 0@.
double dwa 2.90;
printf(" 2 / @ = %g\n", dwa / zero);
printf("-2 / @ = %g\n", -dwa / zero);
printf(" @ / @ = %g\n", zero / zero);
printf("log(@) = %g\n", log(zero));
printf("log(-2) %g\n", log(-dwa));
printf("sqrt(-2) = %g\n", sqrt(-dwa));

0;
(4]

double inf = dwa / zero;

double nan = zero / zero;

printf(" 2 + INF = %g\n", dwa + inf);
printf(" 2 * INF = %g\n", dwa * inf);
printf("-2 * INF = %g\n", -dwa * inf);
printf(" @ * INF = %g\n", zero * inf);
printf(" 2 / INF = %g\n", dwa / inf);
printf(" @ / INF = %g\n", zero / inf);
printf("INF + INF = %g\n", inf + inf);

printf("INF - INF = %g\n", inf - inf);
printf("INF * INF = %g\n", inf * inf);
printf("INF / INF = %g\n", inf / inf);
printf("2 + NaN = %g\n", dwa + nan);
printf("2 * NaN = %g\n", dwa * nan);
printf("2 / NaN = %g\n", dwa / nan);

printf(" INF > 2 = %s\n" , inf > dwa ? "true" : "false");
printf("-INF < 2 = %s\n", -inf < dwa ? "true" : "false");
printf("2 == NaN = %s\n", dwa == nan ? "true" : "false");
printf("NaN == NaN = %s\n", -nan == nan ? "true" : "false");



Wartosci specjalne — test

inf
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Wartosci specjalne

* INFi NaN zachowujg sie zgodnie z zasadami
matematyki
— Kazda operacja z NaN w wyniku daje NaN

— Kazde porownanie z NaN daje false (nawet z samym
sobg)

* Teoretycznie moznaby je wykorzystywac
— Wykrywac? Jawnie przypisywac?
* W praktyce oznaczajg btad obliczen

— Niespodziewane zero, liczba ujemna, bardzo duza lub
bardzo mata

— Nalezy im zapobiegac



Podsumowanie

e Liczby zmiennoprzecinkowe sg przyblizeniem liczb
rzeczywistych

— Maja ztozong budowe
— Majg ograniczony zakres i precyzje
* Warto by¢ swiadomym ich cech i ograniczen
— Nie kazda liczbe da sie zapisa¢ doktadnie
— Im wieksza wartos¢, tym wiekszy bezwzgledny btad

— Wyniki obliczen mogg sie rozni¢ od spodziewanych na
dalszych miejscach po przecinku

— Nie nalezy ich porownywac operatorem == ani l=, ale t¢
— Wartosci specjalne INF, NaN oznaczajg btad obliczen



Ciekawostka: half-float

)

* Typ zmiennoprzecinkowy 16-bitowy — precyzji ,potowkowej’
e Bardzo ograniczone mozliwosci

— Zakres: maksimum to 65504

— Precyzja: ok. 3 cyfr dziesietnych

— Wociaz wiekszy zakres i precyzja, niz bajt 0...255
* Brak wsparcia sprzetowego w CPU

— Wsparcie sprzetowe w nowych GPU

— Wykorzystywany w grafice do zapisywania koloréw RGB

Name Half

Bytes 2

Bits = sign + exponent + significand 16=1+5+10
Exponent bias, range 15,-14 ... 15
Significant decimal digits = 3.311

Minimum positive subnormal 224~596x10°%
Minimum positive normal 271%%6.10x10°

Next value after 1 1+2719=1.0009765625
Integers represented exactly 0..21=2048
Maximum (2-271%) x 215 = 65504




Pytania?



